Explicit módszerek a diofantikus számelméletben  =  Explicit methods in diophantine number theory by Pintér, Ákos et al.
A T48791 sza´mu´ OTKA pa´lya´zat (2005–2008) za´ro´jelente´se
A kutato´csoport tagjai a sza´melme´let to¨bb teru¨lete´n e´rtek el jelento˝s
eredme´nyeket, re´szben ta´rsszerzo˝kkel.
Be´rczes Attila
Petho˝ Attila´val ko¨zo¨sen egy kora´bbi dolgozatban bela´tta´k, hogy egy nor-
maforma egyenletnek csak ve´ges sok olyan megolda´sa van, ahol a megolda´sok
koordina´ta´i egy sza´mtani sorozatot alkotnak. U´j eredme´nyke´nt az xn = a tu-
lajdonsa´gu´ elemekkel definia´lt norma foma egyenletek minden sza´mtani soro-
zatot alkoto´ megolda´sa´t meghata´rozta´k 0 < a < 100 mellett, illetve Petho˝vel
e´s Zieglerrel ko¨zo¨sen a legegyszeru˝bb harmadfoku´ testek feletti normaforma
egyenletet oldotta´k meg ugyanezen felte´tel mellett.
Hajdu Lajossal e´s Petho˝ Attila´val ko¨zo¨sen folytatta´k a norma forma
egyenletek sza´mtani sorozatot alkoto´ megolda´sainak vizsga´lata´t.
J.-H Evertsevel e´s Gyo˝ry Ka´lma´nal ko¨zo¨sen vizsga´lta´k rezulta´ns egyen-
letek megolda´ssza´ma´t e´s komoly a´tto¨re´st ele´rve olyan esetekben is sikeru¨lt a
megolda´scsala´dok sza´ma´ra felso˝ korla´tot adniuk, amely esetekben kora´bban
csak kvalitat´ıv ve´gesse´gi te´telek szu¨lettek, e´s ezen esetekben ida´ig nem is
la´tszott hogyan lehetne a´tto¨re´st ele´rni.
Ja´ra´si Istva´nnal ko¨zo¨sen, a kutato´csoport elme´leti kutata´sainak ko¨zvet-
len gazdasa´gi-ta´rsadalmi hasznos´ıthato´sa´ga´t is ala´ta´masztva, index forma´k
kriptogra´fiai alkalmaza´sa´nak leheto˝se´ge´t vizsga´lta´k. Ez a munka Petho˝ e´s
Be´rczes egy kora´bbi, norma forma´kkal kapcsolatos kriptogra´fiai vizsga´lata´nak
egyenes folytata´sa. Dolgozatukban javaslatot tesznek egy index forma´ra
alapozott egyira´nyu´ hash fu¨ggve´ny haszna´lata´ra, melyro˝l matematikailag
bela´tta´k, hogy u¨tko¨ze´smentes. Az a´ltaluk javasolt hash fu¨ggve´ny lavina
hata´sa´t sza´mı´to´ge´pes k´ıse´rletekkel vizsga´lta´k. A vizsga´latok azt mutatja´k,
hogy az a´ltaluk javasolt fu¨ggve´ny ebbo˝l a szempontbo´l is jo´l viselkedik e´s
biztonsa´gosan mu˝ko¨dik.
Ke´t dolgozatban, Jan-Hendrik Evertse-vel, Gyo˝ry Ka´lma´nnal e´s re´szben
Corentin Pontreau-val ko¨zo¨sen effekt´ıv ve´gesse´gi vizsga´latokat ve´geztek to´-
ruszok bizonyos re´szvarieta´sainak pontjaival kapcsolatban. A tekintett re´sz-
varieta´sok olyanok, hogy leheto˝ve´ teszik a Baker-mo´dszer alkalmaza´sa´t.
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A diofantikus egyenletek elme´lete´nek egyik intenz´ıven fejlo˝do˝ a´ga az expli-
cit mo´dszerek alkalmaza´sa egyenletek teljes megolda´sa´ra. Ezen belu¨l az egyik
ne´pszeru˝ ira´ny a Ramanujan-Nagell egyenlet ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıta´sainak vizs-
ga´lata. Pink Istva´nnal ko¨zo¨sen az teljesen megoldotta´k az x2 + p2k = yn
egyenletet x, y, k, n va´ltozo´iban, felte´ve, hogy p egy 100-na´l kisebb pozit´ıv
pr´ım, x > 0, y > 1, n > 2 pr´ım e´s gcd(x, y) = 1.
Gaa´l Istva´n
Tova´bb folytato´dott algebrai sza´mtestek hatva´ny ege´sz ba´zisainak vizs-
ga´lata, Robertsonnal ko¨zo¨sen bizonyos ko¨roszta´si testek esete´n e´rtek el u´jabb
eredme´nyeket.
Ebben az ido˝szakban kezdo˝do¨tt el M. Pohst-tal ko¨zo¨sen bizonyos t´ıpusu´
diofantikus egyenletek vizsga´lata fu¨ggve´nytestek felett. Kora´bban sza´mos
szerzo˝ vizsga´lt hasonlo´ proble´ma´kat 0 karakterisztika´ju´ vagy pr´ım karakte-
risztika´ju´ esetekben is, algebrailag za´rt konstans testeket ve´ge. A mostani
vizsga´latok alapveto˝ u´jszeru˝se´ge abban a´ll, hogy az itt vizsga´lt fu¨ggve´nytestek
valamely ve´ges test feletti fu¨ggve´nytestek.
Ilyen t´ıpusu´ globa´lis fu¨ggve´nytestek felett a diofantikus egyenletek meg-
olda´sa´nak alapja´ul szolga´lo´ egyse´gegyenletek megolda´sait sikeru¨lt le´ırni. Ke´t-
va´ltozo´s egyse´gegyenletek esete´n megmutatta´k, hogy az egyse´gegyenlet min-
den megolda´sa vagy korla´tos me´retu˝, vagy ilyen megolda´sok p-edik hatva´nya
(p karakterisztika´ban ha x + y = 1, akkor xp + yp = 1 e´s viszont). Ezt
az eredme´nyt globa´lis fu¨ggve´nytestek feletti Thue egyenletekre e´s bizonyos
t´ıpusu´ sze´teso˝ forma egyenletekre alkalmazta´k.
Ugyancsak M. Pohst-tal ko¨zo¨sen megmutatta´k, hogy a Res(f, g) = r re-
zulta´ns t´ıpusu´ egyenletek esete´n, ha az egyik polinom ismert, akkor a ma´sik
polinom kisza´mı´ta´sa ke´tva´ltozo´s egyse´gegyenlet megolda´sa´ra vezet. Ezt fel-
haszna´lva a sza´mtest esetben e´s fu¨ggve´nytest esetben is algoritmust adtak
egy polinom va´ltozo´s rezulta´ns t´ıpusu´ egyenletek megolda´sa´ra.
Megmutatta´k tova´bba´, hogy globa´lis fu¨ggve´nytestek feletti to¨bbva´ltozo´s
egyse´gegyenletek megolda´sa visszavezetheto˝ kevesebb va´ltozo´s egyse´gegyen-
letek megolda´sa´ra. Ezzel algoritmust nyertek to¨bbva´ltozo´s egyse´gegyenletek
megolda´sa´ra globa´lis fu¨ggve´nytestek felett. Ennek elso˝ alkalmaza´sake´nt bizo-
nyos t´ıpusu´ to¨bbva´ltozo´s normaforma egyenletek megolda´sa´ra adtak elja´ra´st.
Nyilva´nvalo´, hogy ennek az eredme´nynek sza´mos tova´bbi alkalmaza´sa is lesz.
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Hajdu Lajos
Diofantikus proble´ma´k. A ”majdnem” teljes hatva´nyokbo´l a´llo´ sza´mtani
sorozatok irodalma rendk´ıvu¨l gazdag. Az egyik legfontosabb proble´ma´t az
o¨sszes adott tulajdonsa´gu´ sorozat meghata´roza´sa jelenti, ro¨gz´ıtett tagsza´m
esete´n. To¨bb szerzo˝ eredme´nyeihez kapcsolo´dva, a kora´bbi ideva´go´ ered-
me´nyeket le´nyegesen jav´ıtva Bennettel, Bruinnal e´s Gyo˝ryvel megmutatta´k,
hogy 3 < k < 12 esete´n egy sza´mtani sorozat k egyma´st ko¨veto˝ tagja´nak szor-
zata nem lehet teljes hatva´ny. Az eredme´ny bizony´ıta´sa to¨bbek ko¨zo¨tt me´ly
kombinatorikus megfontola´sokat, illetve a Fermat-egyenlet megolda´sa´ban is
kulcsszerepet ja´tszo´ modula´ris mo´dszer alkalmaza´sa´t ige´nyelte. Ezt az ered-
me´nyt Gyo˝ryvel e´s Pinte´rrel a pa´lya´zat utolso´ e´ve´ben sikeresen kiterjesz-
tette´k a 3 < k < 35 esetre. Ez a jav´ıta´s nem csupa´n mennyise´gi, hanem
jelento˝s mino˝se´gi tova´bble´pe´st is jelentett. Ekkora tagsza´m esete´n ugyanis
ma´r nem haszna´lhato´k a kora´bbi kombinatorikus megfontola´sok, az egyma´st
ko¨veto˝ sza´mok pr´ımte´nyezo˝ivel kapcsolatos o¨sszefu¨gge´seknek (illetve sza´mos
ma´s mo´dszernek) az eddigiekne´l le´nyegesen me´lyebb, pontosabb mege´rte´se´re
e´s haszna´lata´ra volt szu¨kse´g. Re´szben o¨na´llo´an, re´szben Bruinnal, Gyo˝ryvel
e´s Tengellyel ko¨zo¨sen to¨bb eredme´nyt nyert olyan sza´mtani sorozatokkal kap-
csolatban is, melyekben a tagok ku¨lo¨nbo¨zo˝ kitevo˝ju˝ hatva´nyok is lehetnek.
Le´ırta´k az o¨sszes olyan sza´mtani sorozatot, melyek csupa´n ne´gyzetsza´mokbo´l
e´s ko¨bsza´mokbo´l a´llnak. Ezen k´ıvu¨l sikeru¨lt jellemezni azon sza´mtani soro-
zatokat, melyek tagjai teljes n-edik hatva´nyok, illetve ne´gyzetek vagy ko¨bo¨k.
Az eredme´nyek to¨bbek ko¨zo¨tt Euler, Darmon e´s Merel bizonyos ideva´go´
eredme´nyeinek egyfajta tova´bbvitele´t is jelentik. Ezen tu´l jellemezte az o¨sszes
u´n. ”hatva´nygazdag” sza´mtani sorozatot is. Ve´gu¨l, megmutatta, hogy ha
X egy 2-ne´l nagyobb abszolu´t e´rte´ku˝ teljes hatva´ny, akkor ba´rmely, az X-et
tartalmazo´ teljes hatva´nyokbo´l a´llo´ sza´mtani sorozat hossza X seg´ıtse´ge´vel
korla´tozhato´.
Sikeru¨lt csupa´n a terme´szetes parame´terekto˝l fu¨ggo˝ felso˝ korla´tot ad-
nia S-egyse´gek o¨sszegeibo˝l a´llo´ halmazokban tala´lhato´ sza´mtani sorozatok
hossza´ra. Te´tele´t Green e´s Tao pr´ımekbo˝l a´llo´ sza´mtani sorozatokkal kap-
csolatos eredme´nye´vel kombina´lva, a´ltala´nos forma´ban negat´ıv va´laszt adott
M. Pohst egy pr´ımsza´mok elo˝a´ll´ıta´sa´val kapcsolatos proble´ma´ja´ra. Az alap-
eredme´nyt Be´rczes Attila´val e´s Petho˝ Attila´val norma forma egyenletek
megolda´shalmaza´ban tala´lhato´ sza´mtani sorozatok hossza´nak korla´toza´sa´ra
is alkalmazni tudta´k. Ke´so˝bb az eredeti te´telt A´da´mmal e´s Luca´val kvanti-
tat´ıv alakban is levezette´k.
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Pa´rhuzamosan to¨bb Mordell-Weil ba´zist haszna´lva Kova´ccsal kidolgoz-
tak egy olyan elja´ra´st, amely az elliptikus egyenletek megolda´sa´ra szolga´lo´,
Gebel-Petho˝-Zimmer illetve Stroeker-Tzanakis eredme´nyein alapulo´ Ellog al-
goritmus jav´ıta´sa´t szolga´ltatja. Elja´ra´suk eredme´nyeke´nt a konkre´t egyen-
letek megolda´sa´hoz szu¨kse´ges ido˝ aka´r a kora´bbi ido˝ 10-20 sza´zale´ka´ra is
olvadhat.
Polinomok. Bizonyos felte´telek mellett Tijdemannal egy jellemze´se´t adta´k
azon polinomoknak, melyek ve´gtelen sok k-tagu´ polinomot osztanak. Ered-
me´nyu¨k a kapcsolo´do´, Posner e´s Rumsey illetve Gyo˝ry e´s Schinzel neve´hez
fu˝zo˝do˝ sejte´ssel illetve proble´ma´val kapcsolatban is u´j informa´cio´kkal szolga´l.
Turi-Naggyal ko¨zo¨sen sza´mos te´telt nyertek bizonyos specia´lis, de fontos poli-
nomcsala´dokhoz tartozo´ polinomok o¨sszege´nek gyo¨kszerkezete´vel kapcsolat-
ban. Eredme´nyu¨knek to¨bb, diofantikus egyenletekre vonatkozo´ alkalmaza´sa´t
is adta´k.
Diszkre´t tomogra´fia. Tijdemannal felke´re´sre egy ko¨nyvfejezetet ke´sz´ıtett
kora´bbi valamint u´j diszkre´t tomogra´fiai eredme´nyeik felhaszna´la´sa´val. Az
a´ltaluk lefektetett elme´leti alapok o¨sszefoglala´sa mellett egy u´j kutata´si ira´nyt
is kezdeme´nyeztek, to¨ro¨ttvonalak (illetve me´g a´ltala´nosabb go¨rbe´k) mente´n
vett vonalo¨sszegek vizsga´lata´val. Az ilyen t´ıpusu´ vizsga´latok gyakorlati szem-
pontbo´l is e´rdekesek lehetnek, pe´lda´ul fe´nyto¨re´s esete´n. Egy o¨na´llo´ cikkben
bizonyos esetekben egye´rtelmu˝ rekonstrukcio´t garanta´lo´ felte´teleket adott.
Szomsze´dsa´gi szekvencia´k. Hajdu Andra´ssal e´s Tijdemannal sikeru¨lt jel-
lemezniu¨k a metrika´t genera´lo´ ve´gperiodikus szomsze´dsa´gi szekvencia´kat Zn-
en. Eredme´nyeink le´nyegesen tova´bbviszik e´s kiterjesztik Yamashita e´s Iba-
raki ideva´go´, a te´mako¨r alaperedme´nyeinek sza´mı´to´ te´teleit. Hajdu Andra´ssal,
illetve Hajdu Andra´ssal, Fazekassal e´s To´thttal o¨sszegezte illetve tova´bbvitte
az u´n. oktagona´lis szomsze´dsa´gi szekvencia´k ha´lo´struktu´ra´ja´val kapcsolatos
vizsga´lataikat.
Diszkre´t fu¨ggve´nyegyenletek. To¨bb szerzo˝ eredme´nyeihez kapcsolo´dva Haj-
du Gabriella´val meghata´rozt´ı az u´n. Hosszu´-fe´le fu¨ggve´nyegyenlet o¨sszes
megolda´sa´t a Gauss-ege´szek e´s az Eisenstein-ege´szek felett. Ezen k´ıvu¨l to¨bb,
Ramanujan egy azonossa´ga´ra vonatkozo´ eredme´ny kiterjeszte´se´t e´s a´ltala´no-
s´ıta´sa´t adta´k.
Liptai Ka´lma´n
Florian Luca´val, Pinte´r A´kossal e´s Szalay La´szlo´val ko¨zo¨sen a´ltala´nos´ı-
totta a balansz sza´m fogalma´t, e´s ve´gesse´gi a´ll´ıta´st nyert az ehhez kapcsolo´do´
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f(x) = g(y) alaku´ szepara´bilis diofantikus egyenlet megolda´sainak sza´ma´ra.
Nyul Ga´bor
Gaa´l Istva´nnal ko¨zo¨s, 2006-ban megjelent cikke´ben az index forma
egyenlet p-adikus va´ltozata´nak megolda´sa´val foglalkozott. Eltekintve egy
N. P. Smart a´ltal megoldott pe´lda´to´l, ilyen egyenletet numerikusan eddig
me´g nem oldottak meg. A bikvadratikus sza´mtestek esete´n vizsga´lta´k eze-
ket az egyenleteket, e´s adtak a megolda´sukra jo´l mu˝ko¨do˝ algoritmust. Az
esetek jelento˝s re´sze´ben a megolda´st egy raciona´lis ege´szek feletti S-egyse´g
egyenlet megolda´sa´ra sikeru¨lt visszavezetni, ezekben az esetekben mo´dszeru¨k
ku¨lo¨no¨sen hate´kony. A kive´teles esetben, amikor az egyenlet jobb oldala´n sze-
repel olyan pr´ımsza´m, mely a bikvadratikus sza´mtest mindha´rom ma´sodfoku´
re´szteste´ben ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımidea´l szorzata´ra bomlik, meg kell me´g oldani
egy S-egyse´g egyenletet a negyedfoku´ test felett is. Mo´dszeru¨ket to¨bb pe´lda´n
keresztu¨l is szemle´ltette´k.
2007-ben benyu´jtotta e´s sikeresen megve´dte PhD doktori e´rtekeze´se´t. Eb-
ben o¨sszefoglalta algebrai sza´mtestek monogenita´sa´val, hatva´ny ege´sz ba´-
zisokkal, index forma egyenletekkel e´s testindexekkel kapcsolatos eredme´nyeit.
A testindexek (azaz az algebrai sza´mtestbeli primit´ıv algebrai ege´sz elemek
indexe´nek legnagyobb ko¨zo¨s oszto´ja) meghata´roza´sa´val foglalkozo´ re´szben
parametrikus sza´mtestcsala´dokban vizsga´lo´dunk. Egyre´szt az u´n. Kishi-
fe´le harmadfoku´ sza´mtesteknek adtuk meg egy ege´sz ba´zisa´t, kisza´moltuk az
ezekhez tartozo´ index forma´kat, e´s ezek vizsga´lata´val bebizony´ıtottuk, hogy
a sza´mtestcsala´d minden tagja´nak testindexe 1. Ma´sre´szt a legegyszeru˝bb
negyedfoku´ sza´mtestek csala´dja´ban igazoltuk, hogy a testindex 1 vagy 2,
atto´l fu¨ggo˝en, hogy a testet meghata´rozo´ parame´ter pa´ros vagy pa´ratlan. A
disszerta´cio´ ezen fejezete egyelo˝re me´g nem lett publika´lva, mivel tova´bbi
sza´mtestcsala´dok hasonlo´ vizsga´lata van me´g folyamatban, illetve tervezve.
Florian Lucaval ko¨zo¨sen egy ko¨zle´sre elfogadott cikke´ben egy kora´bban
ma´r vizsga´lt, binomia´lis egyu¨tthato´kra vonatkozo´ oszthato´sa´gi proble´ma´val
foglalkozik. Nevezetesen, ro¨gz´ıtett k pozit´ıv ege´sz esete´n keressu¨k azokat az
n e´rte´keket, melyekre nk | (n
k
)
teljesu¨l. Kora´bban Nyul Ga´bor abban az
esetben adott va´laszt a proble´ma´ra, amikor k pr´ımsza´m vagy k = 4. Ebben
a cikkben tetszo˝leges k esete´n megoldotta´k a proble´ma´t, sikeru¨lt le´ırni azt
az m e´rte´ket, amire teljesu¨l, hogy a megolda´sok halmaza bizonyos modulo m
marade´koszta´lyok unio´ja, tova´bba´ pr´ımhatva´ny k esete´n pontosan le is ı´rta´k
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ezeket a marade´koszta´lyokat. A gondolatmenetet ko¨vetve ba´rmilyen konkre´t
k esete´n lehetse´ges a marade´koszta´lyok meghata´roza´sa.
Olajos Pe´ter
Orosz Erzse´bettel ko¨zo¨s cikke´ben a LATEX programoza´si nyelv e´s a ma-
tematikai mo´dszertan egy lehetse´ges kapcsolata´t mutatja be. A dinami-
kus LaTeX alapu´ pdf fo´lia´k megvalo´s´ıta´si leheto˝se´gei a mo´dszertani elve-
ket nagy me´rte´kben ta´mogatja´k, ezzel seg´ıtve pl. aka´r diofantikus egyen-
letek megolda´si leheto˝se´geinek, fu¨ggve´nyek a´bra´zola´sa´nak, tulajdonsa´gainak
szemle´ltete´se´t. A cikkben sza´mos st´ılus e´s mo´dszer keru¨l bemutata´sra.
Hajdu Lajossal, Liptai Ka´lma´nnal e´s Pinte´r A´kossal ko¨zo¨sen a
balancing sza´mok egy u´jabb a´ltala´nos´ıta´sa´t vizsga´lja. Ebben to¨bb e´rdekes
tulajdonsa´g mellett azt is bizony´ıtja, hogy bizonyos felte´telek mellett, csak
egy olyan (a, b) tipusu´ balancing sza´m van, mely teljes hatva´ny. A bizony´ıta´s
sora´n felhaszna´lja Bennett e´s Skinner egy me´ly eredme´nye´t, tova´bba´ az ellip-
tikus e´s hiperelliptikus go¨rbe´kre vonatkozo´ ege´sz pont kerese´si algoritmusokat
(pl. MAGMA program haszna´lata).
Liptai Ka´lma´nnal ko¨zo¨sen a kora´bban bevezetett (a, b) tipusu´ balanc-
ing sza´mokra vonatkozo´an vizsga´lja´k meg azt a ke´rde´st, hogy vannak-e azo-
nos elemek ku¨lo¨nbo¨zo˝ tipusu´ balancing sza´mcsala´dok ko¨zo¨tt. A proble´ma
szimulta´n Pell-egyenletek megolda´sa´ra vezet vissza, melyeket Szalay egy u´j
eredme´nye ill. a Baker-Davenport mo´dszer seg´ıtse´ge´vel oldanak meg.
Pink Istva´n
A ke´tva´ltozo´s polinomia´lis diofantikus egyenletek egy fontos oszta´lya´t
ke´pezik az u´n. szuperelliptikus egyenletek. Legyen f(x) ∈ Z[x] egy legala´bb
ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ gyo¨kkel rendelkezo˝ d ≥ 2 foku´ ege´sz egyu¨tthato´s polinom e´s
legyenek w 6= 0 valamint n ≥ 2 adott ege´sz sza´mok. Tekintsu¨k az
f(x) = wyn (1)
u´n. szuperelliptikus egyenletet, ahol az ismeretlenek az x, y raciona´lis ege´szek.
Az elmu´lt e´vekben sokan vizsga´lta´k az (1) szuperelliptikus egyenletet
abban a specia´lisabb esetben, amikor az f(x) egy adott negat´ıv diszkri-
mina´nsu´ kvadratikus fo˝polinom so˝t abban az a´ltala´nosabb esetben is, ami-
kor az f(x) diszkrimina´nsa´nak csak a pr´ımoszto´i fixek. A jelenleg ismert
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hate´kony effekt´ıv mo´dszerek (pl. Baker-mo´dszer, modula´ris mo´dszer, Lucas-
sorozatokban elo˝fordulo´ primit´ıv pr´ımoszto´k) alkalmaza´sa´val e´s kombina´la´-
sa´val sok esetben sikeru¨lt az (1) egyenlet o¨sszes megolda´sa´t megadni.
Ehhez a vizsga´latokhoz kapcsolo´dva, Pink az (1) egyenletet vizsga´lta
abban az esetben, amikor w ∈ {1, 4} valamint f(x) egy olyan kvadratikus
fo˝polinom amelynek a diszkrimina´nsa nem ro¨gz´ıtett, hanem adott pr´ımekkel
oszthato´. Bugeaud e´s Shorey egy eredme´nye´nek gondolatmenete´t kiterjesztve
e´s ezt loka´lis mo´dszerekkel kombina´lva e´les explicit korla´tokat nyert az n
kitevo˝re. A kapott becsle´seket Cohn e´s de Weger bizonyos eredme´nyeivel
kombina´lva megadta az
x2 + 2α3β5γ7δ = yn
egyenlet o¨sszes olyan x, y, n, α, β, γ, δ megolda´sa´t melyekben α ≥ 1. Ezzel jo´
ne´ha´ny kora´bbi ideva´go´ eredme´ny a´ltala´nos´ıta´sa´t nyerte.
Be´rczes Attila´val ko¨zo¨sen ı´rt dolgozatban az
x2 + p2k = yn (2)
egyenlettel foglalkozott, ahol p < 100 egy adott pr´ım e´s bizonyos terme´szetes
felte´telek mellett megadjuk a (2) egyenlet o¨sszes x, y, n, k megolda´sa´t.
Pinte´r A´kos
Pinte´r A´kos a diofantikus egyenletek ke´t oszta´lya´val foglalkozott, e´s nyert
a megolda´sokra effekt´ıv e´s ineffekt´ıv ve´gesse´gi a´ll´ıta´sokat.
Gyo˝ry Ka´lma´nnal ko¨zo¨sen folytatta az egyma´s uta´n ko¨vetkezo˝ ege´sz sza´-
mok szorzataiban elo˝fordulo´ ”‘majdnem” teljes hatva´nyok vizsga´lata´t. Ben-
nettel, Gyo˝ryvel e´s Mignotte-tal ko¨zo¨sen tanulma´nyozta az
Axn −Byn = ±1
alaku´, ismeretlen foksza´mu´, binomia´lis Thue-egyenleteket, ahol n ≥ 3, x, y
ismeretlen ege´szek, tova´bba´ az egyu¨tthato´k AB szorzata´nak is csak a pr´ım-
faktorai ro¨gz´ıtettek. A Compositio-ban megjelent cikkben a szerzo˝k tel-
jesen megoldotta´k a fenti egyenletcsala´dot, amikor AB-nek legfeljebb ke´t
ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımfaktora van, e´s azok egyike sem nagyobb 13-na´l. A te´tel
bizony´ıta´sa´ban a diofantikus sza´melme´let szinte valamennyi me´ly mo´dszere´t
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kombina´lta´k, ı´gy Baker algebrai sza´mok logaritmusainak linea´ris forma´ira vo-
natkozo´ effekt´ıv becsle´seit, Wiles, Kraus, Bennett, Skinner e´s ma´sok a´ltal ki-
dolgozott, illetve a szerzo˝k a´ltal tova´bbfejlesztett modula´ris mo´dszert, klasszi-
kus, a ko¨roszta´si testek seg´ıtse´ge´vel nyert eredme´nyeket e´s sza´mı´to´ge´pes
elja´ra´sokat. Ke´so˝bb, Gyo˝ry Ka´lma´nnal ko¨zo¨sen kiterjesztette ezt az ered-
me´nyt arra az esetre, amikor a pr´ımfaktorok 29-ne´l nem nagyobbak. A
szerzo˝k numerikus eredme´nyeiket egy ku¨lo¨n cikkben foglalta´k o¨ssze.
Pinte´r folytatta az Sk(x) = 1
k+2k+. . .+(x−1)k o¨sszeg hatva´nye´rte´keinek
vizsga´lata´t. A Baker mo´dszer e´s a modula´ris technika o¨tvo¨ze´se´vel bebi-
zony´ıtotta, hogy az Sk(x) = y
n egyenletnek (k ≤ 169, k pa´ratlan, n > 4,
n pa´ros) csak trivia´lis (x, y) = (2, 1) megolda´sa van.
A ma´sik kutata´si ira´ny az f(x) = g(y) alaku´, szepara´bilis diofantikus
egyenletek vizsga´lata volt. Bilu e´s Tichy adott egy krite´riumot annak el-
do¨nte´se´re, hogy az ilyen t´ıpusu´ diofantoszi egyenleteknek mikor van ve´gtelen
sok ege´sz x, y megolda´sa, azonban konkre´t esetekben ezt a te´telt nehe´z alkal-
mazni. Pinte´r ineffekt´ıv ve´gesse´gi a´ll´ıta´st adott egy, a diszkre´t geometria´ban
felle´po˝ diofantikus egyenlet megolda´saira.
Pe´ter Gyo¨ngyve´rrel e´s Andrzej Schinzellel ko¨zo¨sen, ugyancsak a Bilu-
Tichy te´telt alkalmazva, ve´gesse´gi te´telt bizony´ıtott trinomok ko¨zo¨s e´rte´keire.
Rakaczki Csaba
Cikkeiben Rakaczki sza´mos u´j ineffekt´ıv, effekt´ıv e´s numerikus eredme´nyt
bizony´ıt binomia´lis egyu¨tthato´kkal, illetve hatva´nyo¨sszegekkel kapcsolatosan.
A´ltala´nos ineffekt´ıv a´ll´ıta´st igazol az
F
((
x
m
))
= b
(
y
n
)
alaku´ egyenletek x ≥ m, y ≥ n ege´sz megolda´saira vonatkozo´an, ahol m,
n adott pozit´ıv ege´sz sza´mok, F (x) pedig egy linea´ris vagy pr´ımfoksza´mu´
ege´sz egyu¨tthato´s polinom. Disszerta´cio´ja´ban meghata´rozza mindazon m, n
pozit´ıv ege´szeket e´s λ 6= 0, l raciona´lis parame´tereket, amelyek mellett az
F (x, y) = x(x− 1) · · · (x−m+ 1)− λy(y − 1) · · · (y − n+ 1)− l = 0
egyenlet csak ve´ges sok x, y ege´sz, illetve raciona´lis megolda´ssal rendelkezik.
Sikeru¨lt teljesen le´ırnia mindazon (m, g(y)) pa´rokat, amelyek mellett az
Sm(x) = 1
m + 2m + . . .+ xm = g(y)
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egyenletnek ve´gtelen sok megolda´sa lehet, ahol m pozit´ıv ege´sz, g(y) ∈ Q[y]
pedig egy legala´bb harmadfoku´ polinom.
Effekt´ıv felso˝ korla´tot nyert mindazon x ≥ m, y ≥ n ege´szekre, amelyekre
az
f(x) + g(x),
(
x
m
)
,
(
y
n
)
sza´mok valamilyen sorrendben sza´mtani sorozatot alkotnak, ahol f(x) ∈ Q[x]
ege´sz e´rte´ku˝, legfeljebb m− 1-ed foku´ polinom, g(x) ∈ Z[x] tetszo˝leges poli-
nom.
Ve´gu¨l meghata´rozta a
2
(
x
m
)
=
(
y
n
)
+ k
egyenlet o¨sszes megolda´sa´t abban az esetben, amikor
(m,n) ∈ {(2, 3), (2, 6), (3, 4), (4, 6)}
e´s 0 ≤ k ≤ 10.
Pinte´rrel ko¨zo¨sen megmutatta´k, hogy ha egy n ≥ 5 pa´ratlan foksza´mu´
Bn(x) Bernoulli polinomot eltolva egy tetszo˝leges komplex b sza´mmal, akkor
az ı´gy kapott Bn(x)+b polinom mind´ıg rendelkezik legala´bb ha´rom egyszeres
gyo¨kkel. n ≥ 8 pa´ros foksza´m esete´n azt sikeru¨lt igazolniuk, hogy legfeljebb
egy olyan b komplex sza´m le´tezhet, amelyre az eltolt Bn(x) + b Bernoulli
polinomnak nincs ha´rom pa´ratlan multplicita´su´ gyo¨ke.
Az elo˝zo˝, Bernoulli polinomokra nyert a´ll´ıta´sok egy analo´g verzio´ja´t iga-
zolta Euler polinomokra vonatkozo´an. Ezen eredme´nyek alkalmaza´sake´nt
effekt´ıv ve´gesse´gi te´telt bizony´ıtott Euler polinomokat tartalmazo´, algebrai
ege´sz egyu¨tthato´s hiperelliptikus egyenletekre vonatkozo´an.
Sikeru¨lt bela´tnia ortogona´lis polinomok egy csala´dja´ro´l, a Hn(x) Hermite
polinomokro´l, hogy n ≥ 7 foksza´m esete´n a polinomcsala´d Hn(x) + b eltolt-
jainak van legala´bb ha´rom egyszeres gyo¨ke ba´rmely b ∈ C komplex sza´m
esete´n.
Re´szben a besza´mola´si ido˝szak alatt ele´rt eredme´nyeket felhaszna´lva, Ra-
kaczki Csaba (2005), Pink Istva´n (2006) e´s Nyul Ga´bor (2007) elke´sz´ıtette
e´s megve´dte PhD disszerta´cio´ja´t, tova´bba´ Be´rczes Attila illetve Pinte´r A´kos
2009 februa´rja´ban beadta habilita´cio´s illetve MTA doktori e´rtekeze´se´t.
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